UMA ABORDAGEM DIDATICA PARA ENSINAR O
FENOMENO DE ALIASING PARA ALUNOS DE
GRADUACAO EM ENGENHARIA DA COMPUTACAO

A DIDACTIC APPROACH TO TEACH ALIASING PHENOMENON TO COMPUTER
ENGINEERING UNDERGRADUATE STUDENTS

José Solenir Lima Figuerédo?, Caique dos Santos Trindade?,
Weverson dos Santos Gomes?, Edgar Silva Junior*

DOI: 10.37702/REE2236-0158.v41p38-50.2022

RESUMO

Este estudo apresenta uma analise do efeito estroboscopico: uma abordagem didatica para ensinar o
fendmeno de aliasing causado pela subamostragem para alunos de graduacdo em Engenharia de
Computacdo. O artigo em si € um resultado concreto da metodologia e procedimentos utilizados para
ensinar o assunto supramencionado. Uma anélise matematica do efeito estroboscdpico é realizada e,
entdo, as frequéncias existentes nesse fendmeno por meio do giro de um ventilador iluminado por
uma lampada estroboscépica séo relacionadas. Além disso, dada a importancia da visao humana neste
contexto, os diferentes efeitos percebidos a luz do processo de amostragem sdo explicados. Para
representar o movimento da fita vermelha colada em uma das hélices de um ventilador, um simulador
foi desenvolvido, cuja visualizacdo do fenbmeno € possivel, considerando as varidveis levadas em
conta na etapa de modelagem matematica. Um conjunto de testes foi feito em cada intervalo
designado, a fim de correlacionar as faixas de frequéncia obtidas analiticamente com o movimento
percebido pelo olho humano, associando ambos e validando a modelagem. Com os resultados deste
estudo é possivel compreender a influéncia da frequéncia no processo de amostragem, bem como
suas principais implicagdes, tais como o fendmeno aliasing: o resultado do processo de
subamostragem.

Palavras-chave: efeito estroboscépico; aliasing; amostragem; Nyquist.

ABSTRACT

This study presents an analysis of the Stroboscopic effect: a didactic approach to teach aliasing
phenomenon caused by undersampling to computer engineering undergraduate students. The article
itself is a concrete result of the methodology and procedures used to teach the abovementioned
subject. A mathematical analysis of the stroboscopic effect is carried out and it then relates the
existing frequencies in this phenomenon through the spin of a fan lighted by a stroboscopic lamp.
Moreover, given the importance of human vision within this context, we explain the different effects
perceived under the light of the sampling process. To represent the fan movement, a simulator was
developed, whose visualization of the phenomenon is possible, considering the variables accounted
in the mathematical modeling stage. A set of tests was made in each designated interval in order to
correlate the frequency ranges analytically obtained, with the movement perceived by human eyes,
matching both. With the results of this study it is possible to understand the influence of the frequency
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in the sampling process, as well as its main implications, such as aliasing: the result of the

undersampling process.

Keywords: stroboscopic effect; aliasing; sampling; nyquist.

INTRODUCAO

Em 1832, o belga Joseph Plateau inventou
um dispositivo composto por dois discos, que,
ao girar numa frequéncia sincronizada,
produzia um efeito animado. No mesmo ano, o
austriaco Simon von Stampfer, com base nos
experimentos de Plateau, desenvolveu o Disco
de Stampfer, ilustrado na Figura 1. Era um
dispositivo semelhante ao de Plateau, mas os
eixos dos dois discos eram conectados por meio
de uma engrenagem e, quando giravam, tinha-
se a impressao de que as imagens estavam em
movimento continuo. Este dispositivo deu
inicio, ao que seria chamado, futuramente, de
efeito estroboscopico.

O efeito estroboscopico € um fenémeno de
ilusdo Otica, consequéncia da interacdo entre
uma luz estroboscopica e algum objeto em
movimento, em geral periddico, o que resulta
na impressdo de um movimento aparente e
ilusério  (PASTANA; GOMES, 2007;
GUEDES, 2002). A luz estroboscdpica é uma
fonte luminosa pulsante. J& o movimento
periédico € um movimento repetitivo, que pode
ser observado em ciclos de ondas harmonicas.
Essa ilusdo é fruto das relacBes entre as
frequéncias envolvidas no processo e da
limitagdo intrinseca da visdo humana.
Exemplos em que esse efeito pode ser
observado sdo: o alinhamento e balanceamento
de méaquinas e pecas automotivas; os efeitos do
giro das hélices de um helicoptero filmado por
uma camera de video; e os efeitos do giro de
rodas de automoveis. Esse efeito € comumente
utilizado na experimentacdo laboratorial em
industrias. Ele pode ser utilizado no estudo das
maquinas elétricas, para definir rigorosamente
o valor da velocidade de rotagdo ou de
grandezas com ela relacionadas, como o
deslizamento; para observar o angulo de carga

de uma maquina assincrona, bem como na
analise de qualidade de energia elétrica
(CANESIN, 2001; GUEDES, 2002). Além
disso, tem-se estudos que buscam analisar a
visibilidade do efeito estroboscopico com
relacdo a descarga de alta densidade (HID)
(EASTMAN; CAMPBELL, 1952; FRIER;
HENDERSON, 1973; REA; OUELLETTE,
1988).

Matematicamente esse efeito pode ser
analisado como o resultado da subamostragem
de um sinal continuo no tempo. Essa anélise
pode ser realizada através do resultado do
Teorema da Amostragem (JERRI, 1977). Esse
teorema tem uma importancia significativa,
especialmente por ser uma ponte entre sinais
continuos e sinais discretos. Devido aos
avancos tecnoldgicos na éarea digital, os
sistemas de sinais discretos estdo mais
flexiveis, a pregos mais acessiveis, portateis e
programaveis (OPPENHEIM et al., 1997).
Além disso, o material existente na literatura
atual sobre o tema é muito superficial, e
nenhum deles analisa em detalhes a relagéo
entre as frequéncias de amostragem e do sinal
amostrado e seus efeitos (CASTANIE, 2013;
NISHIYAMA, 2012; OPPENHEIM et al.,
1997; VAN VEEN, 1966). A referéncia que
mais se aproxima de uma andlise do efeito
estroboscopico é o estudo de Oppenheim et al.
(1997). Entretanto, ela apenas inicia a anélise,
sem se aprofundar no assunto, ou estabelecer
equacOes detalhadas. Diante disso, este estudo
visa a descrever detalhadamente o efeito
estroboscopico, de forma textual, matematica e
grafica, considerando as suas diversas
variagdes, a luz da relacdo entre as frequéncias
presentes nesse fendmeno e a ocorréncia do
aliasing.

Este trabalho é fruto de uma situacao-
problema apresentada na disciplina TEC 513 -
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MI de Processamento Digital de Sinais, modulo
integrador que utiliza a metodologia de
aprendizado PBL (Problem-Based Learning)
no curso de Engenharia de Computacdo da
Universidade Estadual de Feira de Santana
(UEFS). Essa situacdo-problema foi a forma
mais didatica encontrada para abordar o
fendmeno chamado de aliasing, fruto de uma
subamostragem realizada em sinais analdgicos,
como parte do processo de sua conversdo para
sinais digitais. Esse fenbmeno ocorre, na
maioria das vezes, sem ser percebido
visualmente. A situacdo-problema proposta foi
elaborada para que os alunos tivessem a
percepcao visual do fenémeno. Como o mundo
atualmente caminha todo para o digital, sinais
analogicos necessitam constantemente ser
convertidos para o dominio digital para serem
processados e analisados por hardwares ou
computadores.

O ndcleo de Processamento Digital de
Sinais, situado no 7° periodo do curso, é
composto por duas disciplinas teoricas de 30
horas cada: TEC 430 - Processamento Digital
de Sinais e TEC 501 - Eletrdnica para
Processamento Digital de Sinais; e pelo médulo
integrador (MI): TEC513 - MI de
Processamento Digital de Sinais, no qual os
problemas séo apresentados e a metodologia
PBL é aplicada. O PBL pode ser definido como
um processo ou metodologia de ensino que tem
foco em atividades centradas nos estudantes e
usa problemas concretos para motiva-los
(WOODS, 1997). Ou seja, trata-se de uma
abordagem de ensino e aprendizagem
caracterizada pelo uso de problemas da vida
real, como forma de estimular o
desenvolvimento critico e as habilidades de
solucdo de problemas, além de promover a
aquisicao de conceitos fundamentais da area de
conhecimento em questdo (ANGELO et al.,
2014; ANGELO; BERTONI, 2012). A decisdo
pela ado¢do do PBL no curriculo do curso de
Engenharia de Computacdo da UEFS ocorreu
durante a elaboracdo do projeto de curso.
Escolheu-se o PBL por ele ser considerado um
dos possiveis métodos a serem utilizados no
curso que reforca a interagdo entre teoria e
pratica por meio de um ciclo de situacéao-

COMPUTACAO

fundamentacédo-realizacdo (BITTENCOURT et
al., 2002).

O PBL possibilita que os discentes
estudem individualmente e em grupos, a partir
de um problema apresentado  pelo
professor/tutor. As davidas e dificuldades sdo
tiradas por meio de discussdes feitas durante as
sessOes tutoriais, com no maximo doze alunos.
As sessOes tutoriais, que acontecem
periodicamente, configuram-se como um
espaco de aprendizagem colaborativa. E neste
contexto, sob as discussbes, observacbes e
resolucdo da situacdo problema, que este
trabalho se desenvolve. Os resultados ao longo
deste artigo mostram ndo s6 o potencial da
metodologia como forma de aprendizado
efetivo dos alunos, mas também como forma de
producdo de conhecimento.

Figura 1 — Disco de Stampfer

v

Fonte: (LOPES, 2013)
FUNDAMENTAQAO TEORICA
Transformada de Fourier

A série de Fourier representa funcoes
periddicas por meio da soma de infinitas
senoides (ou exponenciais complexas). Nos
casos em que a funcdo é ndo periddica, tem-se
a transformada de Fourier (BRACEWELL,;
BRACEWELL, 1986). Contudo, é importante
salientar que a transformada ndo se restringe
apenas a sinais aperiodicos, podendo ser
aplicada, também, em sinais cujo periodo esta
bem definido. Quando se trata da transformada
de Fourier, encontra-se na literatura duas
denominacdes, chamadas de pares da
transformada, sendo uma a transformada direta
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ou equacdo de analise (Eq.(3)) e a outra a
transformada inversa ou equagdo de sintese
(Eq.(4)). A primeira indica um mapeamento da
funcdo no dominio continuo do tempo x(t)
para o dominio continuo da frequéncia X (j ).
Em contrapartida, a segunda indica a
transformacdo do dominio continuo da
frequéncia para o dominio continuo do tempo.
O dominio da frequéncia também € conhecido
por espectro de frequéncia de um sinal no
tempo e, vale salientar, que ele é composto por
magnitude (mddulo) e fase, sendo geralmente
representados em gréaficos diferentes.

X (jw) = / z(t)e I« dt 3)

T o7

] o0
z(t) = —/ X (jw)e?“tdw 4)

Funcdo Impulso Unitario

A funcdo impulso unitario &(t), tambem
conhecida por delta de Dirac, é uma das mais
importantes funcdes no estudo de sinais e
sistemas. Essa funcéo foi inicialmente definida
por Paul Dirac pela Eq. (5) (LATHI, 2006).

S()=0 t#0

f s(tydt = 1 (5)

A representacdo grafica da fungdo de um
impulso unitario pode ser vista na Figura 2, em
gue a seta indica a regido na qual o impulso esta
localizado, por definicdo em t =0, e a sua
amplitude corresponde ao tamanho da area
deste impulso que, pela Eq. (5), € igual a 1.

Figura 2 — Impulso Unitario de Tempo Continuo

o(t)

Fonte: (LATHI, 2006).

Trem de Impulso Unitario

o0

or,(t) = Y d(t—nT.) (6)

Um trem de impulsos é constituido por
impulsos unitarios periodicamente repetidos a
cada T s segundos (LATHI, 2006;
OPPENHEIM et al., 1997). Pode-se definir
matematicamente um trem de impulsos como
um somatorio de impulsos deslocados de nT,
n=0, +1, +2,..., conforme a Eqg. (6). O
grafico para essa funcdo € apresentado na
Figura 3. O trem de impulsos é comumente
empregado na analise da amostragem de sinais,
de modo que cada impulso passa a representar
uma amostra do sinal original no seu
equivalente instante de tempo.

Figura 3 — Trem de Impulsos Unitarios

& (0

T

_..i Ts I__ 0 t
Fonte: (LATHI, 2006).

Amostragem

Sob certas condi¢fes, um sinal continuo
pode ser completamente representado por
amostras de pontos especificos desse sinal. Esse
mesmo sinal pode também ser reconstruido a
partir das mesmas amostras. Tal propriedade é
fundamentalmente importante para a conversao
de sinais analogicos para digitais e vice-versa.
Um arquivo de musica armazenado em um
smartphone é um exemplo da aplicagdo dessa
propriedade. Esse arquivo descreve um som,
que apos sofrer transducdo, foi amostrado para
poder ser comprimido e armazenado em midia
digital. Um video é um outro exemplo. As
imagens que percebemos no mundo real
(nossos olhos s@ nossos sensores para
transduta-las para um sinal elétrico a ser
interpretado pelo cérebro) se encontram numa
espécie de informac&o analdgica, e assim como
uma masica, precisa que amostras de pontos
especificos sejam feitas a partir do sinal
original, para que este possa ser armazenado em
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formato digital. No caso especifico do arquivo
de video, cada imagem amostrada recebe o
nome de “frame”, que representa um instante
em um universo de tempo continuo, mas que
também € composta por pixels, amostras
espaciais ligadas a resolucdo daquela imagem.

Teorema da amostragem

De modo geral, na auséncia de qualquer
condicdo ou informacdo adicional, néo
esperamos que um sinal possa ser unicamente
especificado por uma sequéncia de amostras
igualmente espacadas no tempo. Por exemplo,
a Figura 4 ilustra trés sinais diferentes de tempo
continuo, 0s quais possuem os mesmos valores
nos intervalos de tempo mdaltiplos inteiros de
Ts.

Figura 4 — Trés sinais no tempo continuo com 0s
mesmos valores de amostras

X, (1) x,(1)

1
3Ts -2Ts -Ts 0 Ts 2Ts  3Ts t

Fonte: (OPPENHEIM et al., 1997).

Observa-se que um numero infinito de
sinais pode ser gerado a partir de um conjunto
de amostras. Todavia, se um sinal € limitado em
banda e se o intervalo de tempo entre uma
amostra e outra é suficientemente pequeno,
entdo as amostras representam unicamente este
sinal, de modo que esse sinal pode ser
perfeitamente reconstruido (OPPENHEIM et
al.,, 1997). Esse resultado é conhecido como
teorema da amostragem e é de fundamental
importancia para a analise de sinais e sistemas.
Esse teorema é definido da seguinte forma:
considerando x(t) um sinal com largura de
banda limitada, isto é, com X(jw) = 0 para
lw| > wy, como na Figura 5, entdo x(t) €
unicamente representado por suas amostras
x(nTy) se wg > 2wy, em que wg, = 27f; é a
frequéncia angular de amostragem do sinal. Se
0 conjunto de amostras obedece a tal critério,
pode-se entdo reconstruir x(t) a partir do
conjunto de amostras (OPPENHEIM et al.,
1997).

COMPUTACAO

A Figura 5 exibe o espectro de frequéncia
de um dado sinal x(t), ja limitado em banda.
Modulando o trem de impulsos unitarios da
Figura 3 com o sinal x(t), obtém-se um sinal
cujo espectro de frequéncia é descrito pela
seguinte equagéo:

1
Xs(jw) = 7 > X(j(w - nwy)) )

Figura 5 — Espectro de Frequéncia X(jw)
X(jo)

Fonte: elaborada pelos autores.

Por essa equacdo, temos que a
transformada de Fourier do sinal amostrado
xs(t) , X;(w) consiste em réplicas da
transformada de Fourier do sinal x(t), X (jw),
centradas em multiplos de wg, como mostra a
Figura 6.

Figura 6 — Espectro de frequéncia X;(jw)
X ()

\/\/K(\/U

(0 -m,)

Fonte: (OPPENHEIM et al., 1997).

Aliasing

Caso a frequéncia de amostragem néo seja
maior que duas vezes a maior frequéncia do
sinal amostrado, i.e., wy, < w,, as réplicas de
X(jw) se sobrepbem (Figura 7) e X(jw)
original ndo mais fica recuperavel por um filtro
passa baixa, o qual seria responsavel por
remover as réplicas do espectro do sinal
amostrado. Assim, o sinal original ndo podera
mais ser obtido, pois existe uma distor¢do no
sinal que seria recuperado. Este fendmeno
denomina-se aliasing.
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Figura 7 — Espectro do sinal amostrado com wg <
2(1)0
X (o)

A/
Y,
S
Nl

v v v
A S A
\ VA
=
o, 20 ©
(o - u),,}/' s s

Fonte: (OPPENHEIM et al., 1997).

Efeito estroboscopico

O estroboscopio € um instrumento que gera
uma luz pulsante a uma frequéncia fixa, a qual
pode ser utilizada para iluminar um
determinado objeto em movimento. Para
observarmos o  efeito  estroboscopico,
realizamos o0 seguinte experimento: colocamos
uma fita vermelha em uma das hélices de um
ventilador e o iluminamos através de um
aparelno  estroboscopico de  frequéncia
ajustdvel (de 0 a 20 Hz através de um
potenciémetro). Ao ligarmos o ventilador, o
flash do estroboscdpio age como um sistema de
amostragem, iluminando a fita vermelha em
alguns instantes. Dependendo da relacéo entre
as frequéncias de amostragem (luz pulsante
estroboscopica) e de giro do ventilador,
observamos efeitos visuais diversos e curiosos
gerados por uma subamostragem. E uma forma
didatica de se entender como funciona o
aliasing na pratica. Com o aliasing, frequéncias
mais altas sdo refletidas em frequéncias mais
baixas (OPPENHEIM et al., 1997). Assim,
dependendo da relacdo de frequéncias citada,
teremos uma percepcdo diferente do giro do
objeto em questdo. Um outro detalhe que deve
ser observado quando retratamos esse efeito diz
respeito a persisténcia da retina humana. Com
isso, a percepcdo do fendbmeno descrito pode
ser ainda mais acentuada.

METODOLOGIA

A conducdo deste estudo seguiu
basicamente cinco etapas, sendo elas: estudo
bibliogréafico, simulacdo, modelagem do sinal,
amostragem do sinal e determinagéo das faixas
de frequéncias. Cada etapa sera discutida com
maiores detalhes em sua respectiva subsecéo,

com enfoque nas decisdes que foram tomadas e
nas respectivas justificativas.

Estudo bibliografico

Um estudo bibliogréafico foi realizado para
compreender a relacdo matematica envolvida
no processo de amostragem de sinais de tempo
continuo e para entender os fendémenos
conhecidos, como efeito estroboscopico e
aliasing, e como eles estdo relacionados.

Simulacéo

De forma a ter um controle preciso sobre as
variaveis descritas no processo (frequéncias de
amostragem e de giro do objeto), optou-se por
realizar  uma  simulacdo do  efeito
estroboscopico. Para demonstrar o efeito
estroboscopico, foi  desenvolvida uma
ferramenta que permite obter amostras de um
movimento circular uniforme de raio unitério,
ou seja, amostras de uma trajetéria com
velocidade angular constante ao longo da
circunferéncia trigonométrica. A trajetdria
representa o giro da fita afixada em uma das
hélices do ventilador e a amostragem representa
o flash do estroboscopio. Por se tratar de um
circulo trigonométrico, as decomposicoes de
um ponto localizado em cima da circunferéncia,
nas componentes vertical e horizontal, sdo por
definicdo o0 seno e o0 cosseno, respectivamente,
do arco trigonométrico. Por motivos de
simplificacdo, utilizaremos apenas uma dessas
decomposicdes: 0 movimento de uma
cossenoide a uma predeterminada frequéncia.
Os testes envolveram a variacdo das
frequéncias de amostragem, de acordo com as
faixas de frequéncias encontradas
analiticamente. Para o desenvolvimento do
simulador, utilizou-se inumeras ferramentas. A
principio foram utilizadas as linguagens Java e
JavaScript e a plataforma Unity. Contudo, ao
longo do processo, o Matlab se mostrou mais
adequado. Dessa maneira, optou-se pelo
Matlab como plataforma para a construcdo da
simulacdo final.
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Modelagem do sinal

Um dos requisitos mais importantes para o
estudo de fendmenos fisicos é que seja feita a
modelagem  matematica  dos  eventos
envolvidos. A modelagem matematica, de uma
forma simples, resume-se a criacdo de um
modelo matematico (um padrdo ou férmula
matematica) para explicacdo ou compreensao
de um fendmeno natural. Dessa forma,
conforme exposto na subsecdo anterior, devido
a natureza do movimento, utilizar-se-4 uma
funcdo cossenoidal para representar o sinal a ser
amostrado, conforme as seguintes relacoes:

z(t) = cos(wot) ()
27
Wwp = Q?Tf(} = 'TO (9)
1
fo= T (10)
em que:

w,: Frequéncia angular dada em radianos
por segundo (rad/s);

fo: Frequéncia fundamental dada em Hertz
(H2);

T, : Periodo fundamental dado em
segundos (S).

Amostragem do sinal

Para representar um sinal como uma
sequéncia de amostras igualmente espagadas,
foi utilizada a amostragem por trem de
impulsos (OPPENHEIM et al., 1997), em que
um sinal continuo no tempo x(t) é
multiplicado por uma funcdo de amostragem
6T, (t) definida por um trem de impulsos
periédicos (Eq. 6). No dominio do tempo,
temos:

24(t) = 2(t)dr, (1) (11)

em que T, € o periodo de amostragem e,
portanto, w, = ZT—” é a frequéncia angular de
amostragem.

Na Figura 9, é possivel ver a forma de onda
do sinal a ser estudado, definido na Equacéo 8,

bem como o seu espectro de frequéncia. Ao
multiplicar x(t) por um impulso unitario,

COMPUTACAO

obtemos uma amostra desse sinal na posi¢éo do
impulso em questdo. Com isso, temos que x(t)
¢ um trem de impulsos em que as amplitudes
sdo iguais as amostras de x(t) em intervalos
espacados por Ty, de acordo com a Equagéo 12.
A Figura 10 exibe o trem de impulsos
ponderado, representando o sinal amostrado, e
0 seu espectro de frequéncia, que sdo réplicas
periddicas do espectro do sinal original.

Figura 9 — Sinal original e sua transformada de
Fourier

T (t) X(jw)
JVIVV T
Fonte: (OPPENHEIM et al., 1997).
z4(t) = Z z(nTs)d(t — nTs) (12)

n=—0oo

Figura 10 — Sinal amostrado e sua transformada de
Fourier

=1 1
P T

Fonte: (OPPENHEIM et al., 1997).

Determinacéo das faixas de frequéncias

Para compreender o efeito estroboscopico
a luz da relacdo entre as frequéncias presentes
nesse fendmeno (frequéncias de amostragem e
de giro), foram estabelecidos analiticamente
diferentes intervalos para 0s quais a impressao
de movimento ocorre com um padrdo diferente
para cada um deles. Determinou-se esses
intervalos a partir de uma analise no dominio do
tempo e/ou a partir de uma analise no dominio
da frequéncia. A definigdo dos intervalos de
frequéncia levou em consideracdo o critério
definido por Nyquist (LANDAU, 1967). Assim,
foram encontrados cinco casos diferentes,
sendo eles:
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o w; > 2w

° W. = 20)0
ST (2n-1)
wq 2wg
0 — < we <
S (2n-1)
Wo
e W —
S n
2w
. < wg < =2
2n+1)

E importante observar que esses intervalos
estdo generalizados. Assim, teremos inimeros
intervalos de frequéncia com a variacdo do n,
sendo n pertencente ao conjunto dos numeros
naturais ndo nulos. ApOs encontrar esses
intervalos de frequéncia e atribuir valores a n,
fez-se as devidas simulagdes, buscando
corroborar os padrées dos intervalos obtidos de
forma analitica com os resultados observados
na simulacéo.

RESULTADOS E DISCUSSOES
Simulagéo

O simulador desenvolvido pode ser
observado na Figura 11. No simulador séo
exibidas quatro animagcdes diferentes, a saber: o
vetor gerador da cossenoide, 0 movimento de
rotacdo gerado pela amostragem, o sinal
continuo de entrada e o sinal amostrado. Com
isso, entre outras caracteristicas, pode-se
verificar o efeito estroboscopico a partir de
diferentes relacdes de frequéncias.

Figura 11 — Simulag@o do movimento do ventilador

Vetor gerador da Cossenoide Sinal continuo de entrada
1 — , . —

,/

1c0s(2x *4001)

4 -2 o 2 4 0005 001 0015 0.02 0025
1cos(2 *4001) Tempo (s)

inal amostr;
Amostragem o oinal amostrado

1cos(2n *4001)

4 2 0 2 4 0005 001 0015 002 0025
1cos(2+ *400t) Tempo (s)

Frequéncia do sinal de entrada:400Hz
Frequéncia de amostragem 400Hz

Aliasing

Fonte: acervo dos autores.

Casos analisados

Foram analisados varios intervalos de
frequéncia diferentes. Com isso pudemos
inferir qual seria a percepcdo de um ser
humano, com relagdo ao movimento do
ventilador, dados diferentes intervalos para a
relacdo entre as frequéncias de amostragem e de
giro. Vale salientar que esse processo de analise
foi realizado buscando compreender o efeito da
subamostragem, cuja implicacdo direta é o
aliasing. Identificou-se cinco efeitos possiveis,
nomeados de superamostragem, movimento
alternado, sentido contrario, estacionario e
sentido original com frequéncia menor. Apesar
da faixa de frequéncia presente na
superamostragem ndo gerar aliasing, ainda
assim ela foi considerada. 1sso € de significativa
importancia, pois fornece uma maneira de
contrastar com os casos geradores de aliasing.

Na pratica, com o giro do ventilador, seria
infima a probabilidade de termos fase zero no
cosseno. Ter fase zero significaria a sincronia
perfeita entre o giro e a amostragem. Em fungéo
disso, consideremos uma fase ¢ no cosseno da
Equacdo 8 para todas as cinco subsecdes
sequentes. Outro detalhe seria o sentido do giro.
O sentido de giro no circulo trigonométrico é o
sentido anti-horario, e o sentido de giro do
ventilador € o sentido horario. Poder-se-ia entéo
acrescentar um sinal de menos no cosseno.
Entretanto, ndo o fizemos porque os resultados
seriam 0s mesmos, independentemente do
sentido de giro, em virtude da simetria dos
movimentos. Vale salientar que nas figuras que
ilustram cada caso analisado, (a) representa o
espectro de magnitude, e (b) o espectro de fase

Superamostragem w; > 2w,

Para a faixa correspondente a
superamostragem, respeitando, portanto, a taxa
de Nyquist, a velocidade de rotacdo do
ventilador é percebida corretamente. Com isso,
0 sentido de rotacdo visto por um ser humano
sera o movimento “natural” do ventilador. Isso
acontece pelo fato de o periodo de amostragem
ser suficientemente adequado para representar
o sinal de entrada, evitando que ocorram ciclos
entre pontos de amostragem distintos.
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Considerando o dominio do tempo, essa
situacdo ocorreria quando T, < % .

Para melhor compreensdao do que ocorre
com o sinal amostrado, na Figura 12 podemos
observar o0 seu espectro de frequéncia. Neste
momento, vale esclarecer que o espectro de
frequéncia é composto pelos espectros de
magnitude e de fase.

A partir da Figura 12, podemos perceber
que o sinal amostrado ndo gera aliasing. Assim,
diante de tal situacdo posta, pode-se afirmar que
o sinal de entrada é recuperavel. Dessa maneira,
para recuperar o sinal de entrada, bastaria
aplicar um filtro passa baixa com frequéncia de
corte % Realizando esse procedimento, o sinal
recuperado seria equivalente ao sinal de
entrada, neste caso cos(wyt + ¢) , cujo
espectro de frequéncia vale me/®8(w — wy) +
e 1?5 (w + wy ).

Figura 12 — Espectro para o caso de

Superamostragem

(o)

&

00,00, -0, -G),:‘KJ( -0, 0, -0, o, o, o

(a)

gl

! |
00, Y Y
Lo, )

o, g,

(b)
Fonte: elaborada pelos autores.

. 2
Movimento alternado wg = T @0

Para que o teorema de Nyquist seja
respeitado é necessario que a frequéncia de
amostragem seja maior que duas vezes a
méaxima frequéncia do sinal amostrado. Dessa
forma, mesmo que a frequéncia de amostragem

COMPUTACAO

seja igual a duas vezes a frequéncia do
ventilador, caso para n =1, ainda assim
teremos aliasing. Em outras palavras, wg =
2w, ndo é suficiente para atender ao critério
estabelecido. Assim, para esta Gltima relacdo de
frequéncia, o sinal de entrada serd amostrado
exatamente duas vezes a cada ciclo. A relacdo

de frequéncias wg = wo impele um

(2n-1)
movimento alternado ao ventilador. No
dominio do tempo, essa situacdo estaria

presente quando Ty = (2n — 1)% . Paran > 1

fica bem claro que a frequéncia de amostragem
ndo conseguird ser maior que duas vezes a
frequéncia do sinal amostrado, e o sinal original
ndo podera ser recuperado, pois 0 denominador
aumentara cada vez mais. Ja paran =1, em
que w; = 2w, , tomemos a Figura 13 para
melhor visualizagcdo. Nela podemos observar a
ocorréncia da sobreposicdo da fase. Para esse
caso, também ndo é possivel recuperar o sinal
original, uma vez que a reconstrugéo correta do
sinal seria cos(wyt + ¢).

Figura 13 — Espectro para o caso onde w; = 2w,

3 (je)
5(02)

| L]

o, -, -, o, a, 0,40, @
O+, -,

(a)

i)

0,0, Lo, o, !

H '
-0, -CJS—CO @, @, @+, @

(b)
Fonte: elaborada pelos autores.

Sentido contrario % < wg < Wy

2
(2n-1)

Adaptando o teorema de Nyquist ao
contexto do efeito estroboscépico, quando a
frequéncia do estrobo se torna menor que o
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dobro da frequéncia de rotacdo do ventilador, a
rotacdo deste aparenta estar em uma frequéncia
menor que a real. Para o intervalo considerado,
além da ocorréncia do aliasing, temos tambem
a inversdo de fase do sinal. Com isso, o
ventilador aparentara estar girando de forma
mais lenta e no sentido contrario. No dominio
do tempo, essa situacao se daria quando (2n —
)2 < T, <nT,.

Como podemos perceber na Figura 14, na
qual é ilustrado o caso paran = 1, o sinal em
questdo nao é recuperavel. Caso fosse aplicado
um filtro passa baixa, o sinal recuperado seria
diferente do sinal de entrada. Assim, o sinal
recuperado seria equivalente a cos[(ws —
wy)t — ¢] ao invés de cos(wot + ¢) . E
importante perceber a ocorréncia da inversdo da
fase. Isso indica que um movimento no sentido
contrario sera percebido por um observador
externo, em que o papel de filtro passa baixa é
feito pela persisténcia retiniana. Para as
frequéncias de giro de um ventilador comum e
frequéncia de amostragem menor ou igual a 20
Hz (caso vigente), a frequéncia de corte desse
filtro sera menor que a frequéncia w, ,
evidenciando a aparéncia de giro mais lento no
sentido contrario. Para o casoemque n > 1, as
inversdes de fase também ocorrem, mas a
frequéncia aparente de giro vai ficando cada
vez menor a medida que n aumenta.

Estacionario w, = =

A percepcao estacionaria do giro, isto é,
qguando a fita ou a heélice do ventilador
aparentam estar paradas, ocorre quando a
frequéncia angular de amostragem € igual a
frequéncia angular do sinal amostrado dividida
por n, sendo n um numero natural ndo nulo,
conforme ja frisado anteriormente. No dominio
do tempo, isso ocorre quando T, = nT.

Figura 14 — Espectro para o caso de sentido anti-

horério
3G
A S
‘ : : T,
Ll .
0 O -, @ O @, o]
o4, | oo
(a)
Tlj)
x
010, . -mci c),j_ul:i .
| -0, @ O @, o]

(b)
Fonte: elaborada pelos autores.

Nesse caso, estaremos amostrando a fita ou
a hélice do ventilador sempre na mesma
posicdo, podendo ocorrer um ou mais giros
completos entre uma amostra e outra,
dependendo do valor de n. Cada amostra obtida
do sinal original possuira 0 mesmo valor de
amplitude do cosseno, como se o sinal fosse
constante, ou de frequéncia nula. Na Figura 15
pode-se observar o espectro de frequéncia para
este caso.
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Figura 15 — Espectro para o caso estacionario
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(b)
Fonte: elaborada pelos autores.

wWo

Frequéncia menor wo < Wy < —

(2n+1)

Para esse intervalo de frequéncia um
observador externo ter4 a impressdo de giro
mais lento da fita ou hélice do ventilador no
mesmo sentido do giro original. Nesse caso,

2n+1 ~
teremos nT, < Ty < ( "2+ )To em relagdo ao

dominio do tempo, de modo que, entre uma
amostra e outra, podera ter ocorrido um ou mais
ciclos completos desse sinal, tendo a outra
amostra acontecido em algum momento do
primeiro semiciclo seguinte.

Como podemos perceber, na Figura 16, na
qual é ilustrado o caso paran = 1, caso fosse
aplicado um filtro passa baixa, o sinal
recuperado seria equivalente a cos[(wg —
ws)t — @] ao inves de cos(wyt + ¢). Parao
caso em que n > 1, as fases também serdo
mantidas, mas a frequéncia aparente de giro vai
ficando cada vez menor a medida que n
aumenta.

COMPUTACAO

Figura 16 — Espectro para o caso de frequéncia
menor

X, (joo)

-0, [,

(a)

5,(je)

]
00O 9, O

I

Fonte: elaborada pelos autores.

@, (JE o+, @

CONCLUSAO

Este estudo descreveu o processo de
analise das frequéncias envolvidas no efeito
estroboscopico, a partir do movimento de
rotacio de um ventilador. Buscou-se
compreender a relacdo entre as frequéncias
presentes nesse fendmeno e a ocorréncia do
aliasing. Diante disso, percebeu-se que a
reconstrucdo do sinal original é possivel apenas
nos casos em que a frequéncia de amostragem
é maior gque duas vezes a frequéncia do sinal
amostrado. Assim, a analise feita se pautou
inteiramente nessa premissa.

Notou-se, também, que ao aproximar a
frequéncia de giro da fita ou hélice do
ventilador (w,) e a frequéncia de amostragem
(wg) ocorria o aliasing. Nas situacdes em que
esse fendbmeno ocorre, a frequéncia do sinal
recuperado é alterada em relacdo a do sinal
original, dando a impressao de que o ventilador
esta girando em uma velocidade e/ou direcdo
diferente, ou até mesmo parado. Corroborando
as andlises acima com a simulacdo (além da
observacdo propriamente dita do fendmeno
com um estroboscopio e um ventilador),
ratificou-se os quatro intervalos que originam o
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aliasing, denominados neste trabalho como i)
Movimento alternado; ii) Sentido contrario; iii)
Estacionario; e iv) Frequéncia menor. O caso
em que ocorre a superamostragem nao foi
incluido nessa lista, uma vez que nessa situacéo
ndo se verifica o problema do aliasing. A
“persisténcia retiniana” faz o papel de filtro
passa baixa nos casos descritos.
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