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Métodos e processos de célculo com mesmas hipdieses basicas mas com tratamentos numéricos distintos tém
sido, muitas vezes, interpretados de forma estanque, como se fossem procedimentos n#o-relacionados. E o que
ocorre com o método dos deslocamentos e o processo de Cross. Trata-se, neste artigo, de mostrar que o processo
de Cross é derivado do método dos destocamentos, € que o algoritmo das aproximages sucessivas do processo de
Cross é equivalente ac método iterativo de Gauss-Seidel por passo parciais.

Analise estrutural. Pértico plano. Método dos deslocamentos. Métedo de Cross.

ANDRE, Jodo Cyro. The Cross process derived from the Displacement Method. Rev. Ensino Eng., S80 Paulo, 4{2}

110-115, 2nd. sem. 1985.

Calculation methods and processes which have the same basic hypotheses but which present different numeri-
caf treatments have often been interpreted as if they were unrelated procedures. This happens to the displacement
method and the Cross process. This paper shows that the Cross process derives from the displacement method,
and that the successive approach algorithm in the Cross process is equivalent to the interative method by partial

steps of the Gauss-Seidel process.

Structural analysis. Plane frame. Displacement methods. Cross method,

1 INTRODUCAO

O processo de Cross, apresentado por Hardy
Cross, em 1932, para a resolugdo de vigas conti-
nuas e pérticos planos, é ensinado em quase todas
as escolas de Engenharia Civil do Pafs, e se constitui
em instrumento de grande utilidade na analise estru-
tural, quer do ponto de vista didatico quer do ponto
de vista de utilizacdo profissional.

A partir da década de 70, a utilizacéo do proces-
so de Cross em escritérios, que era razoavelmente
corriqueira, comecou a sofrer uma queda na sua
“’popularidade’’, em virtude da possibilidade de cal-
culos autométicos, usando computadores, funda-
mentados no método dos deslocamentos. Hoje,
praticamente se vulgarizou o célculo automatico de
estruturas reticuladas, com o emprego de computa-
dores e de microcomputadores, o que tornou prati-
camente obrigatério o ensino do método dos deslo-
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camentos em cursos de graduacdo de Engenharia
Civil.

Chama-se a atencdo para o fato de que ndo se
pretende aqui sugerir a eliminagéo do processo de
Cross dos cursos que tratam de anélise estrutural,
por dois motivos fortes: a suaimportancia didaticae
a sua utilidade profissional, visto que nem todos te-
rdo acesso a computadores ou microcomputado-
res, principalmente aqueles que, trabalhando em
pontos distantes dos grandes centros, ndo poderéo
prescindir de uma ferramenta tdo preciosa.

O objetivo deste trabalho é mostrar claramente
que o processo de Cross, um procedimento de cal-
culo por aproximacOes sucessivas, adequado para
célcutos manuais por uma engenhosa maneira de
resolver sistemas de equagdes lineares, &€ um pro-
cesso claramente derivado do método dos desloca-
mentos.

2 RE_SOLUCI"\O DE PORTICO PLANO PELO
METODO DE CROSS

Considere-se o pértico piano formado por barras
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prismaticas diferentes entre si e solicitado conforme
se indica na Figura 1:

yivi
Figura 1

Trata-se de pdrtico com 1 grau de deslocabilida-
de externa, e a sua analise é feita, no processo de
Cross, aplicando-se o principio da superposi¢céo de
efeitos, conforme se indica ha Figura 2.
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Inicialmente resolve-se o pértico, tornado indes-
locavel pela introdugio adequada do vinculo em C,
solicitado apenas pelo carregamento externo. A
aplicacdo do algoritmo de aproximacdes sucessi-
vas, apresentado na Figura 3, conduz explicitamen-
te aos momentos finais que as extremidades das
barras aplicam aos nés e implicitamente asrotacGes
emBeC(®y ed ) eareacdoH.
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Figura 3

(2.1} He =—37,97kN

1
(2.2) ®f oot
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Observa-se que as rotacdes em B e C sdo calcu-
ladas por aproximaces sucessivas pela relacio en-
tre a soma dos momentos desequilibrados e a rigi-
dez & rotacéo, em cada no.

Em seguida resolve-se o pértico tornado indes-
locavel submetido a acdo de recalque, comum valor
arbitradod; = 10000/EJ kN.cm. Aaplicacao do al-
goritmo das aproximagdes sucessivas, apresentado
na Figura 4, conduz aos momentos fletores que as
extremidades das barras aplicam aos nés e as rota-
cbesemBeC (d, ed }eareacdo H.
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AB  BA BC B oD DC 3 RESOLUGCAO DE PORTICO PLANO PELO
[0.263] [0.737] [0.678][0,322] METODO DOS DESLOCAMENTOS.
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Figura 4

(2.4) He, = 7.44KkN
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EJ,

A solugdo do pértico da Figura 1 é dada entdo
pela aplicacéo do principio da superposicdo dos efei-
tos, conforme se indica na Figura 2, com « tal que
seja satisfeita a equagao de equilibrio:

(2-7) HCL+aHC1 =0 "'37,97 +a’7,44=0

ou seja, @ = 5,103, Um resumo dos principais re-
sultados é representado na Figura 5.

¢, ~97,85/EJ, rd
®. >4 48,69/EJ, rd
M.~ 510,30/EJ, rd
com EJ, em kNm?
19,73

118,72

. 52,4
Figura 5 2.40 Miknim) 87.13

EQUACOES DE EQUILIBRIO PARA
COMPARACAQO COM O PROCESSO DE CROSS

Analisa-se agora 0 mesmo pértico plano da Fi-
gura 1 pelo método dos deslocamentos, mas tra-
tando de escrever as equacdes reduzidas de equill-
brio de modo adequado para comparacdes com o
processc de Cross. Para que a comparacio seja
possivel, admite-se a inextensibilidade das barras e,
deste modo, o grau de deslocabilidade sereduz a 3,
sendo pois incégnitas do problema os deslocamen-
tos &, e &, angulares, e u, linear, que serdo indica-
dos, respectivamente, porD,, D, e D,.

Resolver o portico plano pelo método dos deslo-
camentos consiste em obter no conjunto de todas
as solucdes compatlveis (que se obtém atribuindo
valores arbitrarios a D,, D, e D,) aquela que também
¢é equilibrada, ou seja, que satisfaz as equacdes de
equitibric reduzidas. As solugdes compativeis sdo
obtidas a partir da combinagao de solugées encon-
tradas no poértico plano tornado indesiocavel {com
D, = D, = D; = 0O} e submetido isoladamente as
agbes carregamento externo, recaique de apoio
D, = 1, recalque de apoio D, = 1 e recalque de
apoic D = 1, conforme se indica na Figura 6. O
principio da superposicao de efeitos justifica a com-
binacéo.
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Figura 6

Portanto a solucéo compativel gue também &
solucdo do problema € aquela que satisfaz as equa-
¢des reduzidas de equilibrio

(3.1) A=A + KD

D Gi=1,2,3)

onde:

A, s&o as forgas nodais correspondentes aos des-
locamentos D; :

A, sdo as forcas nodais reativas na estrutura blo-
queada correspondentes aos deslocamentos D,
e devidas ao carregamento externo

K; s&o as forgas nodais reativas na estrutura blo-
queada correspondentes aos deslocamentos D,
e devidas ao deslocamento D; = 1.
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Apés alguns célculos, obtém-se as seguintes equa-
cdes de equilibrio, correspondentes ao pdrtico pla-

]=

Tratando-se adequadamente as equacdes aci-
ma, consegue-se acompanhar os varios passos do
processo de Cross, mostrando-se ainda que o algo-
ritmo das aproximagdes sucessivas € uma forma
simples de resolver o sistema de equacdes, quando
as incégnitas sdo apenas deslocamentos angulares.

Observa-se inicialmente que resolver pelo pro-
cesso de Cross o pértico tornado indeslocavel exter-
namente e solicitado apenas pelo carregamento ex-
terno é equivalente a encontrar a solugdo compati-
vel, que satisfaz as equacgdes de equilibrio reduzidas
com D, = O, caracterizada pela solucéo do sistema
de equacdes:

0 -118 2,639 0,936 -0,167 (D}
(3.3 {0 = 118 [ +EJ, | 0,936 2,762 -0,148(|D,

-118 2,539 0,936 -0,167}|D,
{3.2} 118 | +EJ, | 0,236 2,762 -0,148D,

-36 0,167 -0,148 0,088]|D,

0
0
0

AL -36 0,167 -0,148 0,088||0

ou seja, por

D! = 71,108/EJ,
(3.4) D} =—66,820/EJ,
Al = -37,986

da qual resulta a seguinte distribui¢&o de momentos
fletores: '

59,40

47,40

M (kNm}

23,68 29,67

Figura 7

Os valores encontrados para D}, D), e A}, séo
aproximados, respectivamente, no processc de
Cross, por:

TABELA 1

12ap, 2%ap. 3"ap. 4%ap. b?ap.
EJo®g, 62,23 70,00 70,97 71,09 71,11
BJo®c, —42,72 -63,80 -66,43 —-66,76 —66,80
He .—36,00 -40,06 -38,24 —-38,01 -37,98

L

Da mesma forma, resolver pelo processo de
Cross o p6rtico tornado indeslocével externamente
e solicitado apenas por recalque de apoio EJ, d, =
10000 kNcm é equivalente a encontrar a solucédo
compativel, que satisfaz as equacdes reduzidas de
equilibrio com D, = 100/EJ,e A, = O, caracteriza-
da pela solucéo do sistema de equacoes: -

0 2,539 0,936 -0,187 Dy
3.5) | 0| =EJ, | 0,936 2,762 -0,148 Dy
- 1

Ay 0,187 -0,148 0,088 00/EJ,
ou seja, por
D} = 5,259/EJ,
(3.6) D} = 3,676/EJ,
Al =7,392

da qual resulta a seguinte distribuicdo de momentos
fletores:

14,95°
Figura 8

Os valores encontrados para Dy’, D e A}’ s@o
aproximados, respectivamente, no processo de
Cross, por:

TABELA 2
12ap, 2%ap. 32ap. 47ap.
EJ,®s, 6,56 5,41 5,26 5,24
EJ, o, 3,14 3,53 3,68 3.59
He 8,85 7,29 7,42 7.44

1
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Uma vez obtidas as duas solucées compativeis
que satisfazem as equacdes de equilibrio correspon-
dentes aos deslocamentos angulares, considera-se
entdo o subconjunto de todas as solugdes compati-
veis que contém a solugdo também equilibrada e so-
lugéo do problema, superpondo a solugdo compati-
vel correspondente ao carregamento externo coma
solugdo compativel correspondente ao recalgue d,
de apoio ponderada de a. Observa-se entdio que en-
contrar a solucdo do problema se reduz a encontrar,
no subconjunto referido, a solugdo compativel que
satisfaga a equacgéo de equilibrio correspondente ao
destocamento linear:

(3.7 A=A, +K;D, +K,,D, + K,,D,

ou

(3.8) Aj+aAy =(A] +aA}) + K, (D] + aD) +
+ Kyu(Dj + aDy'} + KW (D] + aDy)

ou

(3.9) 0=-37,986 + 7,392

O que é equivalente a determinar o valor de a.

Resolvida entéo a equacao de equillbrio, da qual
resulta a = 5,139, obtém-se, por superposicio, a
solugdo compativel e equilibrada, que é a solucdo
exata do portico, caracterizada pelos deslocamen-
tos:

98,15/EJ,
= —48,42/EJ,
514,02/EJ,

U OO

w

e pelo diagrama de momentos fletores da Figura 9.

119,12

20,39

M{kNmj)

53,15 97,56

Figura 9

que ¢é praticamente o mesmo diagrama da Figura 5.

Fica, pois, evidente, através do exemplo sim-
ples apresentado, que o processo de Cross & deriva-
do do método dos deslocamento. Trata-se de um
procedimento extremamente engenhoso para fugir
da resolucdo direta dos sistemas de equacdes de
equilibrio, envolvendo como incégnitas desloca-
mentos lineares e angulares, que se reduzem a siste-
mas de equacgdes de equillbrio de menor ordem, en-
volvendo como incégnitas apenas deslocamentos
angulares {quando a resolucio do sistema & feita ite-
rativamente, de modo ndo explicito, através do al-
goritmo de aproximaces sucessivas) e apenas des-
locamentos lineares (quando a resolugéo do sistema
¢ feita explicitamente).

4 0 ALGORITMO DAS APROXIMACOES
SUCESSIVAS DO PROCESSO DE CROSS E
A RESOLUCAQ DE SISTEMAS DE EQUACOES
LINEARES

E conveniente ainda mostrar que o algorismo
das aproximagdes sucessivas consiste apenas de
uma rotina numérica, sugetida por interpretacao fi-
sica, para manipular os dados do problema sem ter
que resolver explicitamente as equactes de equili-
brio {tendo como incégnitas apenas deslocamentos
angulares) que conectam esses dados & solucgo.

Os dados manipulados sdc os momentos fleto-
res que as extremidades das barras aplicam aos nds
€, Como j& se mostrou anteriormente, eles definem,
de formaunfvoca, as incégnitas do sistema de equa-
¢oes que sdo os deslocamentos angulares.

Do ponto de vista matemético, o algoritmo das
aproximacdes sucessivas é equivalente ao método
de Gauss-Seidel, com iteragdo por passos parciais.
Para ficar clara tal equivaléncia, considere-se o algo-
ritmo das aproximag&es sucessivas da Figura 3, que
corresponde as equagdes de equilibrio {3.3):

2,539 0,936] [D, 118
EJ, =
0,936 2,762 |D, -118

Aiteracdode ordemr + 1 édefinida, no método
de Gauss-Seidel, com iteracSes por passos parciais,
por:

£} D= —118-0,936D;

0—2 2,762
_ +1

0 processo de Cross derivado do método dos deslocamentos 1156

0 que permite estabelecer

TABELA 3

r 1 2 3 4 5 6 7

EJOD[‘"'1 62,2256 69,998 70,970 71.091 7:.108 71,308 81,108

EJOD’2+1 ~42,723 -63,810 —66,444 —66,773 —-66,814 -66,819 —66,820

enquanto os valores obtidos pelo algoritmo de apro-
ximacdes sucessivas sdo:

TABELA 4

r 1 2 3 4 5
El,®, 62,23 70,00 70,97 71,09 71,11
EJ,®. —42,72 —63,80 —66,43 —66,76 —66,80

Assim, a menos de pequenas diferencas numé-
ricas nos valores das aproximactes dos desloca-
mentos angulares, decorrentes de truncamentos
numMéricos na transmisséo dos momentos de umné
para outro, pode-se constatar a equivaléncia referi-
da.

5 OBSERVACOES FINAIS

Procurou-se, neste trabalho, estabelecer uma li-
gacdo clara entre o processo de Cross e 0 método
dos deslocamentos.

Inicialmente mostrou-se que o processo de
Cross & derivado do método dos desiocamentos,

tratando-se apenas de uma rotina engenhosa de re-
solver as equagdes de equilibrio, adequada para o
calculo manual por evitar a resolucéo direta do siste-
ma de equacdes de equilibrio.

Mostrou-se em seguida, que o algoritmo das
aproximacdes sucessivas corresponde ao método
de Gauss-Seidel com iteragé@o por passos parciais,
conveniente para calculos manuais, por permitir a
determinacéo direta dos momentos fletores que as
extremidades das barras aplicam nos nés sem ne-
cessidade de resolver explicitamente as equacdes
correspondentes de equillbrio.

Espera-se que este trabalho sirva para definir
claramente a ligacéo entre o processo de Cross e o
método dos deslocamentns, permitindo assim que
o processo de Cross tenha seus resultados mais
bem explorados e evitando que sejam vistos como
dois procedimentos distintos e distantes, que a sua
utilizacdo sem base conceitual possa sugerir.
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