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RESUMO

O presente artigo tem o objetivo de propor aos professores dos cursos de engenharia civil e me-
canica a apresentacdo pedagoégica de nimeros complexos aos seus alunos. Inicia-se com a histéria do
numero complexo, a origem da equacio de Euler, e resolve-se a equacio de movimento de um sistema
massa-mola com um grau de liberdade, dotado de amortecimento viscoso, utilizando-se nimeros com-
plexos. Isso facilita a solucdo da equacio de movimento, pois a equacio diferencial se transforma numa
equacdo algébrica. E uma abordagem didatica, que visa despertar o interesse dos alunos de engenha-
ria civil e mecénica pelos numeros complexos. Finalmente, aplica-se a presente formulacdo a um caso
pratico da engenharia estrutural.
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ABSTRACT

The present article has the objective of proposing to professors of civil and mechanical engine-
ering courses the pedagogical presentation of complex numbers to their students. It begins with the
history of complex numbers, the origin of Euler’s equation, and the equation of movement of a mass-
spring system with one degree of freedom, with viscous damping, using complex numbers. This makes
it easier to solve the equation of movement, because the differential equation is turned into an alge-
braic equation. It is a didactic approach, which aims to instigate the interest of civil and mechanical
engineering students. Finally, the presented formulation is applied to a practical case of structural
engineering.
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INTRODUCAO

Este artigo é uma proposta aos professores
dos cursos de engenharia civil e mecénica para
apresentarem os numeros complexos aos seus
alunos por meio de uma abordagem pedagégica,
envolvendo deducgdes, apresentagdes em coor-
denadas cartesianas e polares, Angulos de fase,
transformada de Fourier continua e discreta e
aplicacdes praticas de engenharia.

Com a qualidade do ago e do concreto me-
lhorando cada vez mais, torna-se vantajoso utili-
zar elementos estruturais mais esbeltos, vencen-
do védos maiores, deixando as estruturas susceti-
veis a vibragdes oriundas da ac¢édo do vento e do
movimento humano (o andar, o pular, o dancar).
O calculo da resposta ao carregamento dindmico
torna-se obrigatorio devido ao conforto humano e
a seguranca, no caso de haver ressonéncia.

O namero complexo é abordado extensiva-
mente no curso de engenharia elétrica ao longo
dos seus cinco anos, deixando os egressos com s6-
lido conhecimento dos conceitos envolvidos e de
sua aplicacdo na engenharia. Por outro lado, nos
cursos de engenharia mecénica e civil o nimero
complexo é apresentado rapidamente no curso
de circuitos elétricos por um professor do curso
de engenharia elétrica, portanto nédo familiariza-
do com aplicac¢es praticas em estruturas. Para
os estudantes desses cursos os conceitos fun-
damentais e defini¢des de nimeros complexos
apresentam-se como algo extremamente dificil.
Tais conceitos ndo despertam a sua atencio para
a importancia e uso em outros campos da enge-
nharia. Mesmo no curso de engenharia mecénica,
no Ambito das vibragées mecénicas, as equacoes
de movimento sdo preferencialmente resolvidas
no dominio do tempo. Utilizando-se o dominio da
frequéncia, ha uma simplificacdo e melhor en-
tendimento dos resultados, ja que a equacio di-
ferencial é facilmente transformada em equacéo
algébrica. Quando ha varios graus de liberdade,
o conjunto de equacgdes diferenciais passa a ser
um sistema de equacdes lineares complexas.

Os autores sugerem a apresentacéo do con-
tetdo deste artigo na disciplina de vibracgdes do
curso de engenharia mecénica e na disciplina de
analise estrutural do curso de engenharia civil,
tendo em vista a forma pedagégica como foi apre-
sentado o tema, com histérico, com formulacio
didatica e aplica¢do na solugdo de um real pro-
blema de engenharia.

HISTORICO

A referéncia mais antiga a raizes quadra-
das de numeros negativos talvez tenha ocorrido
no trabalho do matematico grego e inventor
Heron de Alexandria, no século 1 d.C., quando
ele considerou volumes de troncos de pirdmide
impossiveis. (BHATTI, 2007).

Numeros complexos entraram em maior
evidéncia no século 16, quando férmulas fecha-
das para as raizes de polindmios de terceiro e
quarto grau foram descobertas por matematicos
italianos, como Niccolo Tartaglia e Gerolamo
Cardano. (O’CONNOR; ROBERTSON, 2007).
Rapidamente se percebeu que essas féormulas,
mesmo quando usadas para obter solugoes reais,
por vezes requeriam a manipula¢do de raizes
quadradas de numeros negativos. Por exemplo,
a formula cubica de Tartaglia da a seguinte so-
lucdo para a equacdo x°—x=0. (’CONNOR;
ROBERTSON, 2007).

1 1
ﬁ \/—_11/3+W (D

A primeira vista, isso parecia sem sentido

1/3 .
por causa do termo 4/—1 . Ou seja, para encon-
trar as raizes de y3 _ yx = () seria necessario, pri-

. , 3 _; - .
meiro, encontrar as raizes de Z° =1, que sdo equi-

1/3 )
valentes a 4/—1 . Entretanto, cdlculos formais
mostram que essas raizes (solucbes da equacio

2® =i ) séio os complexos — i, (i++/3)/2 e (-+3)2,
que, substituidas na solucdo de Tartaglia, resul-
tam em 0, 1 e -1, que séo as solucdes de X’ —x=0
e, curiosamente, ndo tém parte complexa.

Isso tudo nédo era completamente compre-
endido, uma vez que nem mesmo nimeros nega-
tivos tinham sustentacdo sélida naquela época.
O termo “imaginario” foi criado por René Des-
cartes em 1637 e tinha a intenc¢do de significar
“derrogatorio”. Uma outra fonte de confusédo era
a equacdo J—1 =+—1J—1=-1, que na época, pa-
recia inconsistente com a identidade algébrica
Ja+/b =+Jab, que, como se sabe hoje, é valida para
a e b reais positivos. O uso incorreto dessa equa-
céo é creditado até mesmo a Euler. Essa dificul-
dade levou a convencgédo de usar o simbolo espe-
cial i em lugar de v-1.

No século 18, Abraham de Moivre e Leo-
nhard Euler desenvolveram seus trabalhos. A
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De Moivre (1730) é atribuida a formula que leva
seu nome, a formula de De Moivre (O’CONNOR;
ROBERTSON, 2007):

(cos® +i senb)" = cosn® +i sen nd 2)

e a Euler (1748), a formula de Euler (WEISS-
TEIN, 2007), da analise complexa:

cosO+isend =e® 3)

A existéncia de nimeros complexos nédo foi
completamente aceita até a interpretacédo ge-
ométrica ter sido descrita por Caspar Wessel.
(O’CONNOR; ROBERTSON, 2007), em 1799.
Esta foi redescoberta e popularizada muitos anos
depois por Carl Friedrich Gauss e, gracas a isso,
a teoria dos numeros complexos recebeu uma
notavel expansdo. Entre os que se aprofunda-
ram na teoria moderna estdo Mobius, Dirichlet,
Klein, Weierstrass, Schwarz, Richard Dedekind
e Henri Poincaré.

SERIE DE TAYLOR

A série de Taylor é, de forma simplificada,
um tipo de soma infinita capaz de aproximar
uma dada funcéo f(x) na vizinhanca de um pon-
to x=a, definida por:

10 = fl@)+ H O G- a)+ LD (- +
. ' (4)

3) = £
+—f 3!(a) (x—a)3 +-= Z%Q—a)n

n=0

Por exemplo, o desenvolvimento da série de
Taylor das funcoes f(x)=senx ¢ f(x)=cosx

na vizinhanca de @ = 0 ¢:
3 5 7 9 11
Sen(x)zx—x—+x P X LB
3t 50 70 91 11!

xZ x4 x6 xS xl()

cos(x)=1-—+——-"—+"——"—+---
N TP TR TR TR TR ()

Na Figura 1 pode-se ver como a série de
Taylor da fungdo f(x)=senx se torna cada vez
mais proxima da func¢do exata, conforme o nui-
mero de termos é aumentado, tanto para o de-
senvolvimento na vizinhanca do ponto (a) a=0
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quanto do ponto (b) a=7x/2. Escolhe-se conve-
nientemente o valor de a conforme o desenvolvi-
mento da série que se deseja encontrar.

wf e AN AW

Y—H—.—*H_ka—.—a—.—q_*

Figura 1 - Séries de Taylor para a funcéo f(X) =sen x com,
de cima para baixo, 2, 5, 10, 15 e 20 termos, na
vizinhanca de (a) a=0 e (b) a=7n/ 2.

EQUACAO DE EULER

Podem-se usar séries de Taylor também
para encontrar aproximacoes de funcbes que
envolvem nimeros complexos, langcando méo de
suas propriedades. Uma vez que j* =1, i*™ =j,
i*"*=-1e i* =—i onde n é inteiro, temos que o

desenvolvimento da funcéo f(x)=¢e* é:

2 x3 x4
elx :1+ix—;—i;+z+
5 6 7 .8 9 10 11 (7)
. X X X X X
+l———1—+— — 1l

Analisando-se os termos com poténcias pa-
res de x, vé-se que sdo os mesmos do desenvolvi-
mento da Equacdo (6). Da mesma forma, os ter-
mos com poténcias impares de x sdo os mesmos
da Equacéio (5), porém multiplicados por i. Por-
tanto, a partir dai, somando-se as Equacoes (5) e
(6) e trocando a variavel x pela mais comumente
usada 0, chega-se a:

e® = cos0+i send (8)
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A Equacio (8) é a chamada equacdo de Eu-
ler.

Um numero complexo pode ser escrito na
forma retangular como a + ib ou na forma polar
como Me®. A relacio entre as duas formas se da
pela relacdo de Euler (Eq. (8)), como a seguir:

Me™® = M cos 0 +iMsend = a +ib 9)
logo,

a=M cos0 (10)

b = Msen® (11)

elevando (10) e (11) ao quadrado e somando-os,
obtém-se:

a’+b? = Mz(cos2 0+ Senze) =M?* (12)
donde:
M=a? +b° (13)
Dividindo-se (11) por (10), obtém-se:

b
1g0=— (14)
a
logo,
b
0 = arctg | —
g (aj (15)

A representacdo no plano complexo esta
ilustrada na Figura 2. A multiplicacdo de um nu-
mero complexo por e® resulta numa rotagdo no
plano complexo (Figura 2b), como é demonstrado
a seguir:

(a+ib)e™® = Me®e® = M@ (16)

onde M e 6 estdo em (13) e (15), respectivamente.

Im
M
b a+ib
b
T AN
‘ . Aﬂ
Re Re
(b)

(@)

Figura 2 - Representagédo de (a) um numero complexo no
plano e (b) sua rotagdo no plano quando multi-
plicado por e”

RESPOSTA DE UM SISTEMA

ESTRUTURéL A CARGA
HARMONICA
. 0 o 0
:l_ — p(0) Fﬁ:‘& — p(1)
@) @) rko | @) @)

(2) (b

Figura 3 - Representacdo de um sistema massa-mola com
amortecimento

Considera-se um sistema estrutural qual-
quer (tal como uma ponte, uma caixa d’agua,
ou um edificio) submetido a um carregamento
dinamico, ou seja, varidavel no tempo. O sistema
pode ser representado por uma massa m, e a ri-
gidez e o amortecimento da estrutura podem ser
representados pela constante eldstica & e pela
constante de amortecimento viscoso ¢. Esse mo-
delo esta representado na Figura 3, onde se pode
verificar, no diagrama de corpo livre do sistema,
as forcas que nele atuam. A partir da soma das
forcas que atuam no sistema, chega-se a:

mii(t) + cv(t) + kv(?) = p(?) (17)

onde v(t) é a resposta dindmica do sistema ao
carregamento p(t), ou seja, é a funcio que repre-
senta o deslocamento do sistema massa-mola
que representa a estrutura, em funcéo do tempo.
Supondo-se que o carregamento p(t) é harmoni-
co, ou seja, tem variacdo cossenoidal, obtém-se:

p(t) =P, cos(ot +¢) (18)

p ¢ a amplitude maxima da carga, ® é a
frequérolcia angular da carga e @ é o angulo de
fase da carga, que permite que a mesma inicie
sua atuacdo com um valor diferente do seu va-
lor maximo. Com o uso da identidade de Euler,
obtém-se:

/(o) _ cos((Dt + (p) + isen(oot + (P) €
| 19
o i@+0) _ oo (O)t + (P)— isen ((ot + (P) e

Essas equagoes, depois de multiplicadas
por P, somadas e rearrumadas, levam a:
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1 - -
pt)= 5 {Poe"pe'w‘ + Poe”"’e”“”} (20)

Definindo P = P ¢ e seu conjugado comple-
xo0 P* = P e", tem-se, portanto:

pt) = %{Pe"’” +P*e 21)

Para uma carga variando de forma cosse-
noidal e sendo o sistema linear, a resposta v(z)
sera também cossenoidal. Entretanto, a resposta
néo estara necessariamente em fase com o car-
regamento, devido a atuacdo do amortecimento
sobre o sistema. Isso significa que, enquanto a
carga atua na estrutura, seu deslocamento ma-
ximo néo ocorre sincronizadamente com o valor
maximo do carregamento, e sim, um pouco atra-
sado. Pode-se assumir, portanto, que a resposta
tem a forma:

v(f) =V, cos (ot +6) (22)

onde V, é a amplitude maxima do deslocamento
sofrido pelo sistema e 0 é o 4&ngulo de fase da res-
posta, o qual é diferente da fase do carregamen-
to, que é ¢. O objetivo é determinar a resposta
do sistema, ou seja, determinar os valores de V,
e 0.

Aplicando transformacées andlogas as apli-
cadas a carga, pode-se reescrever a resposta:

Wi) = %{Vo o0 v, o efiwt} _
(23)
— %{Veiwt +* e—i(l)t}

onde se define vV =V ¢ e seu conjugado complexo
V*=V,e ™,

Seja agora a tarefa de encontrar o valor de
v(t). Para isso, imagina-se, inicialmente, a pri-
meira parcela da Equacgéo (21) atuando como uma
“carga complexa” no sistema, ou seja, p,(¢) = Pe'".
Como o sistema € linear, fica claro que a resposta
a essa carga sera dada pela primeira parcela da
Equacéao (23) e sera da forma v, (r) = Ve'™. Saben-
do-se que:

50 = L (Ve ™) = iove™ (24)
dt
d? . .
V(t) = _dtZ (Vezwt) = —Ve™ (25)
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a substituicdo na Equacio (17) resulta em:
—'mVe™ +iocVe™ + kVe™ = Pe™  (26)
ou:
o’ m+ioc+k)V =P 27)

que é uma equacao algébrica. Assim:

P

V =
—o'm+ioc+k (28)

Agora deve-se lancar mao de um artificio
que envolve a rotacdo de um vetor no plano com-
plexo, com o uso da equacgdo de Euler para sim-
plificar o denominador —w’m+iwc+k. A Figura 4
(a) mostra o vetor correspondente a esse nimero
complexo, no plano complexo. Pode-se afirmar
que seu médulo é igual a:

p= \/(k —COZm)Z + (@)’

(29)

e que o Angulo que este faz com o eixo real é igual a:

o = arctan 0 (30)
k—w’m

Im Im

- *m+ioctk

\ ¥ Re ———— F—— Re
X

| k- @m |

(@ (b)

Figura 4 - O denominador da Equacao (28) pode ser en-
tendido como um numero real multiplicado por
€, ou seja, rotacionado de um anguloa

Portanto, pode-se imaginar que o deno-
minador da Equacdo (28) é um vetor no plano
complexo, originalmente horizontal, com maédu-
lo p (ou seja, um nuimero real puro, sem parte
complexa), que foi rotacionado de um angulo a.
Esse vetor “original” é mostrado na Figura 4 (b).
Essa construcéo se torna 1til para reescrever o
denominador com a ajuda da equacgdo de Euler,
da seguinte forma:
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—o'm+ioc+k =pe™ =

iarctan
k

= k—w2m2+ oo e wcz’"J Gy
Ve -am) + @9

que, de volta & Equacéo (28), juntamente com o
ja definido P =Pe", leva a:

V= R -
B iarctan( u)cz )
\/(k—(ozm) +(0c)’e k=om
ey 32
_ ])0 ez(p—z arctan [k—wzm)

Finalmente, lembrando a defini¢do v =V, e,
encontra-se:

B
V,= = -
Ve-m) + (o) (33)
e
0 =@ —arctan ((x)—ch (34)
k—o"m

que definem completamente a resposta do siste-
ma a “carga complexa” p,(t) = Pe". Como o siste-
ma ¢é linear, a resposta do sistema a “carga com-
plexa” definida pela segunda parcela da Equacao
(21), p,(t)=P*e™ que é o complexo conjugado de
p,(t), sera y* e, que também é o complexo con-
jugado da resposta obtida para a carga p,(t).

Portanto, ao fazer a soma das duas parce-
las conjugadas da resposta, como indica a Equa-
cdo (23), havera um cancelamento imediato das
partes complexas da resposta, restando apenas
o dobro da parte real, que, multiplicada por 1/2,
resultara apenas na parte real da resposta, como
indicado na Equacéo (22), onde V, e 6 séo real-
mente dados pelas equacgdes (33) e (34).

Como V é a amplitude médxima do deslo-
camento, uma informacdo muito importante
que pode ser extraida da Equacédo (33) é que o
seu valor maximo ocorre quando o denominador

5 \2 I

\/ (k - m) +(wc)> € minimo, o que pode ser encon-
trado igualando a zero sua derivada em relagéo
a o, encontrando:

2km —c*
w= m? (35)

Como exemplo, seja um sistema composto
por uma massa de 20 t suportada por quatro pi-
lares verticais com perfis em aco W 200 x 53,0
Acominas (semelhante ao sistema estrutural
mostrado na Figura 6), com um amortecimento
de 1,2 kNs/m, sujeito a uma carga lateral cos-
senoidal. A rigidez é k =425,12kN/m. A Figura 5
mostra o grafico de V, / P, em funcéo de w:

20.1054

15.1075

Vo(m)
Po(®) 10.10°

5.10°

0 T T T
0 2 4 6 8 10

frequéncia angular (rad/s)

Figura 5 - Variagao da amplitude da resposta em fungéo
da frequéncia angular ® da carga

Na figura pode-se ver que, a medida que
a frequéncia angular de excitacdo da carga se
aproxima de 4,61rad/s, a amplitude da resposta
final aumenta rapidamente, com 0 maximo pré-
ximo desse valor. Quando isso ocorre, diz-se que
0 sistema massa-mola estd em ressonincia com
a carga de excitacdo, podendo comprometer a
estrutura. O valor 4,61 rad/s é aquele que, num
sistema massa-mola sem amortecimento (¢ = 0),
leva a Equacao (33) ao infinito (divisdo por zero),
o que é obtido quando o=+k/m. Essa frequéncia é
chamada de frequéncia natural do sistema.

A grande vantagem em utilizar o dominio
da frequéncia é que a equacédo diferencial passa
a ser uma equacdo algébrica complexa. Assim,
para analise de sistemas com miltiplos graus de
liberdade o sistema de equacdes diferenciais se
transforma num sistema de equacdes algébricas
complexas lineares.

Qualquer tipo de carga p(¢) pode ser escrito
em funcéo do seu espectro; assim, para cada fre-
quéncia da carga p(¢), o deslocamento pode ser
conhecido.
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A TRANSFORMADA DE
FOURIER

A transformada direta de Fourier de uma
funcio qualquer f(t)é definida pela funcéo:

F(®) = ]o f(t)e ™ at (36)

Da mesma maneira, a funcéo original f(t)
é recuperada pela transformada inversa de Fou-
rier, definida por:

f(t) = 1 j F (®)e™ dw @37
21 2

Se duas fungdes f(t) e F(o) satisfazem as
equacoes (36) e (37), diz-se que elas formam um
par de transformadas de Fourier.

O calculo numérico dessas transformadas é
feito através da transformada discreta de Fou-
rier, definida por:

.mn

N-1 -2mi
F(w,) =AMt f(t,)e N
n=0

(38)
,m=0,1,---,N—-1
A® N1 a2t
t,)=— Y F(w )e N
f(t,) 2an:,0 (®,) .
,n=0,1,---,N-1
onde os tempos discretos sdo dados por:
t, = nAt (40)
e as frequéncias discretas sdo dadas por:
®, =W, A0 (41)

Os valores de Mm sdo dados pela Tabela 1.
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Tabela 1 - Frequéncias discretas

m U'm ('Om
0 0 0
1 1 A®
2 2 2A®
N/2-1 N/2-1 (N/2-1)Aw
N/2 N/2 (N/2)Ao
N/2+1 —(N/2+1) —(N/2-1DAw
N-2 -2 —-2Am
N-1 -1 - Ao
USO DA TRANSFORMADA DE
FOURIER~ PARA ENCON:I‘RAR
A SOLUCAO DA EQUACAO DE
MOVIMENTO

Foi exposto o procedimento a ser seguido
para encontrar a resposta de um sistema a car-
regamento cossenoidal. Entretanto, quando a
carga for arbitraria, a transformada de Fourier
pode ser utilizada para encontrar a resposta, da
seguinte forma:

Aplicando a transformada de Fourier a ja
definida equag¢éo do movimento:

mv(t) + ev(t) + kv(t) = p(t) (42)

Obtém-se, para condig¢des iniciais nulas, ou
seja, v(0) =0 e v(0) =0:

V(®) = P(0)H (o) (43)

onde as transformadas de V(t) e de P() sd0

=)

V(®) = jv(t)e-@dt 48
P(®) = [ p(t)e™ dt (45)

e H@®) é a funcdo complexa de resposta na fre-
quéncia dada por:

H(®)=—— L (46)
- Om+k+inc
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Portanto, a resposta no dominio do tempo
sera a transformada inversa de vV (®):

v(t) = 1 [V(®@)e®do =
2n
N 47)
=L [P@)H @)™ dw
2n

As equacgdes equivalentes as duas anterio-
res, porém, em sua forma discretizada, séo:

.mn
2ni—

N-1 _
P(® ) =At te N
(@,) Z(,)p(n) 48)

,m=0,1,---,N-1

A V=l omi ™
t,)=— ) P(®,)H(® N
n=0,1,+,N-1

onde T, é o comprimento do intervalo de trun-
camento, ou tempo estendido; N é o nimero de
pontos discretos em que o tempo estendido é di-
vidido; At=T, /N é o intervalo de separacéo entre
0s pontos no tempo e Aw=2n/T é o intervalo de
separacdo entre os pontos discretos na frequén-
cia. Os tempos discretos e as frequéncias discre-
tas sfo definidos como nas equacoes (40) e (41).

EXEMPLO NUMERICO

A Figura 6 mostra uma caixa d’agua ele-
vada e a carga dinidmica transiente a qual esta
submetida. Essa carga simula a acdo de uma ra-
jada de vento. A massa da caixa d’agua é m =10t;
a constante elastica dos pilares de sustentacéo
é k = 40000 kN/m; o coeficiente de amortecimento
viscoso é ¢ =120kNs/ m,

=

m=10t [—p(t)

p(t)

400 kN

k=40000 kN/m

0,025s 0,050s

Figura 6 - Representagao da caixa d’agua e carregamento
que nela atua

A resposta sera avaliada pelo procedimento
da transformada discreta de Fourier; o intervalo
de tempo usado foi de 0,0025 segundo. O tem-
po estendido foi de 1,28 segundo, e, portanto, o
numero de pontos é 512. Embora se tenha cal-
culado a resposta para todo o tempo estendido,
a resposta da Figura 7 estda mostrando apenas o
primeiro 0,4 segundo.

0,015

0,010 T

0,005 +—— —1— -+

0,000 = T

-0,005 1

deslocamento (m)

0,010

-0,015

0,00 0,10 0,20 0,30 0,40
tempo (s)

Figura 7 - Resposta obtida para o sistema da Figura 6

CONCLUSAO

Em engenharia, nimeros complexos séo de
extrema importancia em disciplinas de circuitos
e instalacoes elétricas e, particularmente para a
engenharia civil, em vibragdes mecanicas, quan-
do se pretende fazer a analise no dominio da fre-
quéncia. Ha casos na engenharia em que as pro-
priedades mecénicas dependem da frequéncia de
excitacdo do carregamento dindmico, como em
certos casos de interacdo solo-estrutura. Nesses
casos, a andlise no dominio da frequéncia é a mais
adequada. Além disso, em todos os casos, a opcdo
de analise dindmica no dominio da frequéncia é
sempre possivel. Neste trabalho abordou-se so-
mente um sistema massa-mola com um grau de
liberdade, resultando no dominio da frequéncia,
numa equacéo algébrica complexa. Em sistemas
com multiplos graus de liberdade surgira um
sistema de equacdes algébricas complexas. Uma
importante vantagem é o fato de que a obtencéo
das frequéncias naturais da estrutura é inerente
ao procedimento. Como as frequéncias do carre-
gamento dindmico sdo conhecidas, o conhecimen-
to das frequéncias naturais da estrutura permite
ao engenheiro projetista antever possiveis ocor-
réncias de ressonincia e, assim, tomar decisoes
para evitar isso, modificando as propriedades da
estrutura, de modo que as frequéncias naturais e
de excitacéo sejam suficientemente diferentes.

O presente artigo cumpriu o objetivo de fa-
cilitar o entendimento por um aluno de engenha-
ria civil de solugdes de vibragdes estruturais no
dominio da frequéncia. Inicia-se com um histori-
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co sobre nimeros complexos, a dedugéo da equa-
cdo de Euler e seu uso na solugdo, no dominio da
frequéncia, da equacéo dindmica de um sistema
massa-mola submetido a uma carga temporal
harménica. Em seguida, apresenta-se a trans-
formada de Fourier em suas formas continua e
discreta e sua aplicacdo na solucdo da equacéo
dindmica de um sistema submetido a uma carga
temporal genérica. Além disso, foram resolvidos
dois exemplos, um mostrando a relacédo desloca-
mento-carga, em funcdo da frequéncia angular,
e o outro mostrando a resposta temporal de uma
estrutura tipica a uma carga que simula uma ra-
jada de vento.
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